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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locald a judetului Alba, 13 februarie 2015
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a Xll-a
Problema 1.

Pe multimea G = (0,2) definim legea de compozitie:

_ xy
Xoy = sy (V) x,y €G.

a) Sa se arate ca (G,o) este grup abelian.

b) Sa se arate ca functia f: (0,2) = (0, ), f(x) = % , este un izomorfism de grupuri de la
grupul (G,°) la grupul (R%,).

c) Sasecalculeze x cx o ...ox ; x € G,n € N,

nori
d) Sa se determine partile stabile finite ale lui G in raport cu operatia ,,o”.

Solutie si barem:

. C e . o 0y — xXyz
a) * Asociativitate, (x oy) o z vy serTre w e 1p
¢ EIeMENtUI NEULIU @ = 1 € G .ocveoveee ettt 1p
» Simetricul elementului X € G, X' =2 — X € G wooooeveveeeeeeeee e 1p
o) I A o1 1015 A TSP UT PRSPPI 1p
cf(x oY) =) (), (V)XY € G oottt 1p
c)*Dacia, =xoxo..ox,atunci f(a,) = (f(x))n = (fo)n , de unde obtinem
nori
2x™
a, = m ............................................................................................................... 1p
d) * Daca H este parte stabila si x € H, atunci a,, € H, (V)n > 1 si cum H este finita,
existd m < n astfel incét a,, = a, ; de aici (f(x))" = (f(x))", de unde se
obtine f(x) € {—1,0,1}. Convine doar f(x) = —1, de unde x = 1.
In concluzie, singura parte stabila finitd este H = {1}...c.coovverrrrrrcercereeeereseseseee e, 1p

Problema 2.

Fie (G,-) un grup de ordinul 2014 si f, g doua endomorfisme ale sale, cu proprietatea ci g
este injectivd si f(x) = g(x3), pentru orice x € G.

a) Aritati cd (xy)® = x3y3, (V)x,y €G.

b) Aratati ca G este ciclic.

Solutie si barem:

) gl =fxy)=FfF)f@) =g(x>g3) = g(x3Y3) o, 2p
+ ginjectivi = (xY)3 = X3Y3, (W)X, Y € G coveveveeeeeeeeeeeeeeeee e, 1p
b) « x(yx)%y = x3y3, de unde (¥yx)2 = X292, (V)X, Y € G eoeveveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenee 1p
o x3y3 = (xy)3 = xy(xy)? = xyy?x? = x?y3 = y3x2, pentru orice x,y € G .......... 1p

* 2014 = 2-19-53, deci existda a, b, c € G avand ordinele 2,19 respectiv 53, deci



a?=e b =¢e,c3 =€ = a2 = a4, D% = D,C% = C oo 1p

» b%a® = a®b? = b?%a = ab?® = ab = ba ; analog se obtine ac = ca, bc = cb,
de unde obtinem ord(abc) = 2-19 53 = 2014, deci G este CicliC .........ccceveeurennes 1p

Problema 3.

Fie f,g:R = R doua functii derivabile care au proprictatea ca functia f + 3g este 0
primitiva a functiei 2f — g, iar functia 5f — 6g este o primitiva a functiei 10f + 2g.

a) Aratatica f'(x) —2f(x) =0,(V) x ER.

b) Determinati functiile f si g.

Solutie si barem:

a) - { fla)+39°00) = 2f () — g0, (V) x € R 2p
5f'(x) —6g'(x) =10f(x) + 29(x), (V) x € R
() =2 (%) = 0,(V) X ER oot 1p
fl(x) =2f(x)=0,(V)x €R .
O ;

(f(x)-e )" =0,(V)x ER
' { (Fe)-ei) =0,V x€eR

« In concluzie functiile cautate sunt f(x) = a-e** sig(x) = b-e 3, undea,b € R..1p
Problema 4.
! T
Fie I, =f x"e*dx si K, =f (tgx)*dx ,n € N~*.
0 0
1
a) Aratati ca lim j x"f(x)dx = 0,unde f:[0,1] — R este o functie continua oarecare.
n—->oo 0
b) Calculati lim nI,.
n—->oo

Iy
c) Calculati lim —.
n—o K,

Solutie si barem:

m 1 M 1
. n+1Sfox"f(x)dxsn—_l_l,(v)neN*,deunde Ai_r)rc}ofox”f(x)dxzo ...... 1p

1 1 1
b) e nl, = j (x™)' xe*dx = x"e* |(1) —J x"e*(x+1dx =e —J x"e*(x + 1)dx..1p
0 0 0

1

e 5 lim x"e*(x+1Ddx =0 = limnl, =€ oo s v e e e e e e e e e 1P
n—-oo 0 n—-oo
I nl e
¢) o lim— = lim — = — .. 1p
n-wo K, n-oonkK, limnk,
n—->oo
K, fl " K, fl(t")’ dt = - flt" -t dt .1
. = ——dt = = . ==— —
L =) zr1 2 )" @@ e P
a« (! 1—¢2 , 1 A
e > lim | t"'—5—=dt=0 = limnK, == = lim—=2¢ ..........1p

n-o J, (tz + 1)2 n-oo 2 n-oo Kn



